ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN DER CANTORSCHEN
KOHARENZEN*

VON
MIRON ZARYCKI

Die Ableitung einer Menge A ist die Menge der Hiufungspunkte von 4.
Ich bezeichne dieselbe mit A4. G. Cantor{ nannte die Menge der in 4
enthaltenen Hiufungspunkte von A die (erste) Kohirenz von A. Ich
bezeichne sie mit A*.

In der gegenwirtigen Abhandlung beweise ich einige allgemeine Eigen-
schaften der Kohidrenz von beliebigen Mengen. Alle Sitze erscheinen als
Folgen von drei unabhingigen “Axiomen” und ihre Beweise werden mit Hilfe
der Grundoperationen der Algebra der Logik durchgefiithrt. Um die Richtig-
keit der als Axiome angenommenen Formeln zu beweisen, musste ich zuerst
einige Eigenschaften des Begriffs der Ableitung besprechen.

1. EINIGE EIGENSCHAFTEN DES BEGRIFFS DER ABLEITUNG EINER MENGE

1. Ich bezeichne den “Raum,” in dem alle zu besprechenden Mengen
enthalten sind, mit C und die Komplementirmenge von 4 mit A¢. Dann
gelten fiir beliebige in C enthaltene Mengen folgende Formeln:

Ls: (4 + B)¢= A%+ B¢,
IIdi Cd=C;
I11, : Add c A4,

2. Auf Grund dieser bekannten Formeln beweise ich nun folgende Sitze:

14: Aus A c B folgt A? ¢ B¢;
24 A4 — Bic (4 — B)¢;

3a: Acde € Adede € A9
4;: Acde € Aeded ¢ 49,

Der Satz 1, folgt unmittelbar aus der Formel I;. Um den Satz 2, zu beweisen,
benutzen wir die evidente Formel A ¢ AB°+B. Daraus folgt nach 1; und I,:

A4 c (AB° + B)¢ = (4B°)4 + B¢

* Presented to the Society, February 25, 1928; received by the editors in March, 1927.
t G. Cantor, Acta Mathematica, 1885.
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und nach beiderseitigen Multiplikation mit Bd:
A%Bé c (AB°)’Bi c (AB°)*.*
Setzen wir nun in der Formel 2,: 4 =C. Man erhilt dann nach II; und 2,:
Béde = CdDde ¢ (CB°)% = Bed

und daraus durch die Kontraposition: B¢ c B¢, oder wenn man jetat
die sonst allgemeine Menge B mit A bezeichnet: A% c 44. Nach 1, und ITL,
folgt daraus:

(a) Acdcd c Add c Ad.

Die letzte Formel gilt fiir jede Menge, also auch fiir A¢, und man bekommt
daher Accdd c 43, oder A%4c A, und daraus:

(ﬁ) Acde ¢ Adcdc.

In der Formel A¢®cA? setzen wir jetzt A< anstatt 4 und es kommt:
Aedede ¢ 4¢dd c A4, und daraus:

('Y) Acdc c Acdcd.
Indem man in (y) 4° anstatt 4 setzt, bekommt man 4% c 494, und daraus:
®) Adede ¢ 49,

Die Relationen 3, und 4, sind somit bewiesen.

2. DAS AXIOMENSYSTEM

1. Die Grundlage nachstehender Untersuchungen bildet das folgende
Axiomensystem:

I;: A* 4+ B*¥* c (A 4+ B)*;
11 : A¥ c 4 ;
IIIk: Ackck =Akckc.

2. Die Relation I, folgt aus der Formel I;, Man bekommt nimlich

A* + B* = AA% 4+ BBS4,
und

(A+B)t=(A+B)(A+B)¢=(A+ B)(4°+ B%) =AA°+ BB*+ AB® + BA¢ ;
also:
A* 4+ B* ¢ (4 + B)*.

* Es sei bemerkt, dass die Menge 4 B¢ mit der Menge 4 — B identisch ist.
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Die Relation II; ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Kohirenz:
Ar=AA°
Um die Identitdt IIT; zu beweisen, bedienen wir uns der Formeln I,
34 und 4.:.
Man erhilt nimlich
Ackek — (AcAcd)‘(AcAcd)cd = (A +Acdc)(A +Acde)d
i (A +Acd¢)(Ad +Acdcd) = AA4d +Acchd + AAcded +Acchedcd.
Aus 4, folgt aber Acdc4d=Acdcfedcd=cdc und A4**¢c A also
Ack:k = AA9 + Acdc‘
Andererseits folgt aus I; und 3,:
Akcke = [(AAd)c(AAd)cd]c = AAd + (AAd)cdc
= AAd + (Acd + Adcd)c = AAd + Acdefdede
Da aber, nach 3,4, A¢d4dede= 4cde erhdlt man
Akckc . AAd + Acdc.

Die Formel III, ist also auch bewiesen.

3. Um die Unabhingigkeit der Axiome I,-III; zu beweisen, nehmen
wir an, der Raum C bestehe aus drei Elementen a, b, ¢, also: C=(a, b, ¢).
In der nachstehenden Tabelle findet man in jeder der drei Kolonnen solche
Definitionen der Kohirenz aller Teilmengen von C, die allen Axiomen
ausser dem einzigen oberhalb der betreffenden Kolonne markierten geniigen.

I 11 III,

0 = 0 0 0
()% = (a) (a, 5, 0) 0
®* = ® ®,9 0
O* = () © 0

(e, b)*= 0 (a,b,¢) 0
G, o*= 0 ®, 9 0
(c, a)*= 0 (s, 0,¢) 0
(a, b, c)k= (e, b, ¢) (a, b, ¢) 0
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3. DIE ALLGEMEINEN EIGENSCHAFTEN DER KOHARENZ

1. In diesem Teil beweise ich folgende Sitze:

1 : Aus A c B folgt A* c¢ B*;
2;: (AB)* ¢ A*B*;

3 0k=0;

4;: Ct=C;

5k : Ak Ake;

6 : (4 — B)* ¢ A* — B*;

Te : Akekk = fokekek

8 : Akkek — [kokcke

2. Beweise der Sitze 1;-8;:

(1) Wenn man A4 c B voraussetzt, bekommt man aus I;: A*+B*c B,
also A*c B*.

(2) Aus den evidenten Relationen ABc A4 und AB cB bekommt man,
nach 1, (AB)*c A%, (AB)* c B*, und daher, auch (4B)* c A*B*.

(3) Die Formel 3; folgt unmittelbar aus dem Axiome II,.

(4) Setzt man in I; B=C, so bekommt man A*+4C* c C*; es ist also die
Kohirenz jeder beliebigen Menge in der Kohirenz von C enthalten. Ins-
besondere hat man {C*}* ¢ C¥, also C¥*C* =0, und nach II;: Ck*=0, also:

(@) Chere = C.

Aus III; erhilt man aber

Cckck = Ckckc oder Qkck = (Ckecke
und nach 3;:
Ock = Ck —_ Ckckc

und schliesslich wegen (a):
Ck=C.

(5) Aus II, folgt Ac* c A<, andererseits aber A°c A*, also A°* c A*,
(6) Aus 2 und 5, folgert man jetzt:

(ABc)k c A°B¢k ¢ AcAkc’

das heisst den Satz 6.
(7) Der Satz 7, ergibt sich aus III,:

Ackckek — (A_ckck)ck = Akckeck — Akekk,
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(8) Aus demselben Axiom bekommt man den Satz 8,:

kckeke — ke\kcke — A kcckek — Akkek
A Akkek,

4. DIE WIEDERHOLTE ANWENDUNG DER OPERATIONEN A* UND A°

1. In diesem Teil beantworte ich zwei folgende Fragen:

(1) Welche verschiedene Mengen erhilt man, wenn man auf eine
beliebige Menge A eine beliebige endliche Anzahl von Operationen A*
und A¢ in beliebiger Reihenfolge anwendet?

(2) Welche Relationen der Inklusion bestehen zwischen den so erhaltenen
Mengen?

2. Das Symbol A—B im Folgenden bedeuten, dass 4 c B.

Wir betrachten jetzt zwei folgende unendliche Tabellen und beweisen
die in ihnen enthaltenen Relationen.

A — Acke 5 fokke  _, fokkke ..
}.b _)jckck __,jckkek _,jekuek -
‘lu _Nlekcu —» Ackkckk _y fekkkckk _, . ..
‘Zkkk_’jckckkk__,Ackkckkk_)Ackkkckkk — e
T !

Ae  — Ake 5 ARke  _y fkkke ...
2:» __”Ikek ___)‘Ikkck —> Akkkek 5 ...
chn _’Jkekk __”Iuckk _,I“ucu —
jekbb __)jkckkk —s Akkckkk _, gkkkckkk _, . ..
A A

Da die zweite Tabelle aus der ersten durch Vertauschen der Mengen 4 und
Ac¢ ensteht, geniigt es die in der oberen Tabelle enthaltenen Relationen zu

beweisen.
3. Das Bildungsgesetz der Tabelle ist unmittelbar ersichtlich. Man

setze nimlich

Al = A, AND = fincke ypd A(mHDn = fmnk,
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Dann kann die obere Tabelle in folgender Weise dargestellt werden:
Al 125 18, g14_,
221_,‘122_,‘423 — A2 .
ju_,Asz_,Ass_,Au_, ..

AN 4425 443, A, ..

Pt

Die Relationen 4 ™ c A(™+D» folgen unmittelbar aus dem Axiom II,.

Um die Relationen A™=+Dc A= zu beweisen geniigt es die Formel
A mrtD = A macke 2y beweisen weil, aus I, A°* ¢ 4¢. also fiir jede Menge A4 die
Formel A4 c A<k folgt.

4. Beweis der Formel A »(»+) = 4 mncke,  Wir bemerken zuerst, dass man
aus der Tabelle folgende Formel bekommt:

(1) Amn = AUn)(m1) = fok---kck--k = Acku—!ckﬂ-l,
woin ck - - - kck - - - k die Anzahl der Faktoren % hinter dem ersten ¢
gleich #—1 und hinter dem zweiten m —1 ist.
Die Formel
(a) Am(ntl) = [ mncke

gilt firm=n=1.
Wir setzen jetzt voraus, dass sie fiir =1 und m=r gilt und bewelsen,
dass sie dann auch fiir =1 und m =r+1 gilt.

Wir haben jetzt nach (1)
A(r+l)2 = Ackckf = Ackclu—lk — Arzk —_ Arlckck = Arlkckc = A(r-H.)lckc
und die Formel (e) ist fiir #=1 und jedes natiirliche m bewiesen.
Nun setzen wir voraus, dass sie auch fiir » =s gilt, dass also
b ]
Am(rl-l) = Amcckc oder Ack'ckm—l = Ackl-lck"‘lckc.
Jetzt erhalten wir
Am(s+2) = foktlekm™l . fckkeckm—l — fckccksckm—1

= Ackcckrickm—lcke — fckeckmtlcke — A m(s+l)cke

Wir haben also allgemein den Satz bewiesen:
A™ c Atfirs Sm, t = n,
Amr c A*tfirs=m,t < n.



504 MIRON ZARYCKI Quly

5. Dass es keine weiteren Relationen zwischen den in beiden Tabellen ent-
haltenen Mengen bestehen, ersieht man aus dem folgenden Beispiel:

Es sei C ein linearer Raum (eine Gerade). Auf dieser Geraden wihlen
wir zwei fremde Strecken. Auf der ersten von ihnen wihlen wir eine wohl-
geordnete Menge vom Typus (w+1)“*! und bezeichnen diese Menge mit M.
Mit N bezeichnen wir die Differenz der zweiten Strecke und einer beliebigen
in ihr enthaltenen wohlgeordneten Menge vom Typus (w+1)«tl. Die
verlangte Menge 4 ist die Summe A =M +N.

Wenn man auf die so definierte Menge A alle in beiden Tabellen enthal-
tenen Operationen anwendet, bekommt man lauter verschiedene Mengen,
zwischen denen ausser den in den Tabellen angegebenen keine anderen
Relationen der Inklusion bestehen.

6. Man ersieht leicht, dass man durch wiederholte Anwendung der
Formeln III,, 7, 8; und 4°* =4 jede beliebige aus 4 durch successive Anwen-
dung der Operationen 4* und A4° erhaltene Menge in eine der in den Tabellen
enthaltenen Mengen identisch iiberfithren kann. Es gibt also keine von den
in den Tabellen gegebenen Mengen verschiedene Menge, die aus A durch
die in beliebiger Reihenfolge angewandten Operationen A* und A¢ erhalten
werden kann.

Die am Anfang des §4 gestellten Fragen sind somit volkommen beant-
wortet.

5. Die CANTORSCHEN ADHARENZEN

1. G. Cantor nannte die Menge A*=A*"" 4*"* die nte Adhéirenz von
A. Es sei bemerkt, dass die nte Adhirenz von 4 keineswegs mit der ersten
Adhirenz der (n—1)ten Adhirenz von A4 identisch ist. Es gelten vielmehr
die Identititen

Aoma = 4o und 4 *om = 0 fiir jedes » und m = 2.

2. Jede Menge A lisst sich (fiir jede natiirliche Zahl ») auf folgende Weise
in elementenfremde Mengen zerlegen:

(a) A =A%+ A%+ - - 4 Aon 4 A,

Man beweist leicht, dass die Summanden obiger Summe wirklich
elementenfrei Mengen bilden. Wir haben nidmlich

AF c A* fiirm > n, also : A¥A ¥ = 0.

* A ist die nte Kohirenz von 4.
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Es ist aber

Aom = AFm14kme ypnd 4on = A1k
und daher:
Aemdon = 0,

Es ist auch evident, dass fiir s<#:
A Ao = A AR Qe = 0, well A¥ € A*.
Die Formel (a) ist fiir n=1 giltig, denn A+ A*=AA%+A* =4, weil A*

in A enthalten ist. Setzen wir nun voraus die Formel (a) gelte fiir n=r.
Wir bekommen dann

An 4+ 4o 4 - -« 4 Aor 4+ A = 4,

Es ist aber
Ao AR = AR ARHe | gRH o gk

weil A¥"c A% Man erhilt also
An 4 Ao+ - - -+ Ao+ AV =4,
womit die sonst bekannte Formel («) bewiesen ist.

3. Wir liefern noch einen einfachen Beweis eines von W. H. Young* auf-
gestellten, aber erst von L. E. J. Brouwerf richtig bewiesenen Satzes:

)] Ao ¢ Aomd fiir jedesm < ».
Die Formel (B) gilt fiir m=1 und #=2, denn
A% = AR4kke = AA{AA(AA9) 4} e = AA{A° + A% + (A4 %)}
= AA%(AA %),
Es ist aber nach 2;:

Ad(4A49)d ¢ {A(AA")‘}" = {A(Ac +Adc)}d(= AAd)d,
also:
Ax c A(AA%9)4.

Andererseits bekommt man
Aud = (44*+)d = {A(AAd)c}d = (A4 %),

Die Formel A*c A#4 gilt also fiir jede Menge, also auch fiir die Menge
A*¥” und man bekommt jetzt

Ak"‘ﬂa, c Akuﬂald.

* W. H. Young, Quarterly Journal of Mathematics, vol. 35 (1903).
t L. E. J. Brouwer, Amsterdam Academy Proceedings, vol. 18 (1915).
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Wir haben aber
APt = ¥ tka = fBla = fon
und
A¥Pad = for1d als0 A% € Ao1d (n=1,2,---).

Jede Adhirenz ist also in der Ableitung der im Konstruktionsmodus un-
mittelbar vorangehenden Adhérenz enthalten.
Aus der letzten Formel erhilt man aber nach 1, und IIl,:

Aort1d ¢ fondd © fond,
und daher

Ao € Ao1d ¢ fowrd,
Durch dieselbe Schlussweise bekommt man endlich

A% c A4 fiir jedes m < n,
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