
ALLGEMEINE  EIGENSCHAFTEN DER  CANTORSCHEN

KOHÄRENZEN*

VON

MIRON ZARYCKI

Die Ableitung einer Menge A ist die Menge der Häufungspunkte von A.

Ich bezeichne dieselbe mit Ad. G. Cantorf nannte die Menge der in A

enthaltenen Häufungspunkte von A die (erste) Kohärenz von A. Ich

bezeichne sie mit A *.

In der gegenwärtigen Abhandlung beweise ich einige allgemeine Eigen-

schaften der Kohärenz von beliebigen Mengen. Alle Sätze erscheinen als

Folgen von drei unabhängigen "Axiomen" und ihre Beweise werden mit Hilfe

der Grundoperationen der Algebra der Logik durchgeführt. Um die Richtig-

keit der als Axiome angenommenen Formeln zu beweisen, musste ich zuerst

einige Eigenschaften des Begriffs der Ableitung besprechen.

1. Einige Eigenschaften des Begriffs der Ableitung einer Menge

1. Ich bezeichne den "Raum," in dem alle zu besprechenden Mengen

enthalten sind, mit C und die Komplementärmenge von A mit Ac. Dann

gelten für beliebige in C enthaltene Mengen folgende Formeln:

I„: (A + B)d = Ad + Bd;

IId : Cd = C ;

Uld: Add c Ad.

2. Auf Grund dieser bekannten Formeln beweise ich nun folgende Sätze:

U : Aus A c B folgt Ad c Bd ;

2d: Ad - Bd c (A - B)d ;

3d : Acdc c Adcdc c Ad ;

4d : Acdc c Acdcd c Ad.

Der Satz la folgt unmittelbar aus der Formel Id. Um den Satz 2d zu beweisen,

benutzen wir die evidente Formel A c ABC+B. Daraus folgt nach ld und Lj:

Ad c (AB' + B)d = (AB°)d + Bd

* Presented to the Society, February 25, 1928; received by the editors in March, 1927.

t G. Cantor, Acta Mathematica, 1885.
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und nach beiderseitigen Multiplikation mit Bdc :

AdBdc c (AB')dBdc c iABc)d*

Setzen wir nun in der Formel 2d: A=C.    Man erhält dann nach IL und 2d:

Bdo = çdDdc c iCB')d = Bcd

und daraus durch die Kontraposition: BcdccBd, oder wenn man jetzt

die sonst allgemeine Menge B mit A bezeichnet : Acdc c A d. Nach U und IILj

folgt daraus:

(a) Acdcd c Add c Ad.

Die letzte Formel gilt für jede Menge, also auch für Ac, und man bekommt

daher Accdcd cAcd, oder Adcd cAcd, und daraus:

(ß) Acdc c Adcic.

In der Formel AcdccAd setzen wir jetzt Acd anstatt A und es kommt:

AcdedeCAeddcAcdt und daraus :

(y*\ j^cdc   £  J^cdcd

Indem man in (7) A" anstatt A setzt, bekommt man Adc c Adcd, und daraus:

(5) Adcde c Ad.

Die Relationen 3d und 4<¡ sind somit bewiesen.

2. Das Axiomensystem

1. Die Grundlage nachstehender Untersuchungen bildet das folgende

Axibmensystem :

I*: Ak + Bk c (4 +B)k;

II*: Ak c A ;

TTT.   « Aekck  _    Akckc

2. Die Relation I* folgt aus der Formel Id.  Man bekommt nämlich

Ak + B" = AAd + BBd,

und

iA+B)k = iA + B)iA + B)d=iA+B)iAd + Bd)=AAd + BBd + ABd + BAd ;

also:
Ak + B" c (4 +5)*.

* Es sei bemerkt, dass die Menge AB' mit der Menge A — B identisch ist.
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Die Relation II* ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Kohärenz:

Ak = AAd.

Um die Identität III* zu beweisen, bedienen wir uns der Formeln Lj,

3d und 4d.

Man erhält nämlich

Ackck m (A°A°d)e(A<>A°dyd = (A + A'dc)(A + Acd<)d

= (A + Acdc)(Ad + A'dcd) = AAd + A'dcAd + AAtd'd + AcdcA'd'd.

Aus 4d folgt aber AcdeAd = AedeAeded = Acde und AAcdcdcAAd, also

Ackck = AAd + Acdc.

Andererseits folgt aus Id und 3¿:

Akckc m [iAA^iAA*)*']* = AAd+ iAA*)**'

= AAd + (Acd + AdcdY = AAd + A°dcAd°d°.

Da aber, nach 3d, AcdeAdcdc = Acde, erhält man

Akckc = AAd + A'd".

Die Formel III* ist also auch bewiesen.

3. Um die Unabhängigkeit der Axiome L-III* zu beweisen, nehmen

wir an, der RaumC bestehe aus drei Elementen a, b, c, also: C = (a, b, c).

In der nachstehenden Tabelle findet man in jeder der drei Kolonnen solche

Definitionen der Kohärenz aller Teilmengen von C, die allen Axiomen

ausser dem einzigen oberhalb der betreffenden Kolonne markierten genügen.

II* in*

o*

(a)J

(«*   =

(ff)»   =

(«, b)"=

(», *)•-

(«)

(*)

(c)

(a, 6, c)

(b,c)

(e)

(a, b, c)

(b,c)

(a, b, c)

(a, b, e)*- (o, i, c) (a, 6, c)



1928] CANTORIAN COHERENCES 501

3. Die allgemeinen Eigenschaften der Kohärenz

1. In diesem Teil beweise ich folgende Sätze:

1* : Aus A c B folgt Ak c Bh ;

2k : iAB)k c A"Bk ;

3k : 0* = 0 ;

4t : Ck = C;

5k : Ack c Akc ;

6* : (4 - B)k c Ak - Bk ;

h     . Akckk   __    Ackckck  .

Q     . Akkck   =    Akckckc

2. Beweise der Sätze L-8*:

(1) Wenn man A cB voraussetzt, bekommt man aus Ik: Ak+BkcBk,

also AkcBk.

(2) Aus den evidenten Relationen ABcA und ABcB bekommt man,

nach U, iAB)"cAk, iAB)kcBk, und daher, auch iAB)kcAkB".

(3) Die Formel 3* folgt unmittelbar aus dem Axiome II*.

(4) Setzt man in Ik B = C, so bekommt man Ak+CkcCk; es ist also die

Kohärenz jeder beliebigen Menge in der Kohärenz von C enthalten. Ins-

besondere hat man {Ckc}k c Ck, also CkckCkc = 0, und nach IL : Ckck = 0, also :

(a) Ckck< = C.

Aus III* erhält man aber

/Jckek   _  Qkckc   Qc\e.r   f)kck   _  r*hckc

und nach 3* :
Qck = c* = Chckc

und schliesslich wegen (a) :
Ck = C.

(5) Aus II* folgt AckcAc, andererseits aber A'cAkc, also AckcAkc.

(6) Aus 2* und 5* folgert man jetzt :

iABc)k c A'Bck c A°Akc,

das heisst den Satz 6*.

(7) Der Satz 7* ergibt sich aus IIL:

Ackckck  -—   (Ackck\ck  __    Akckcck  —.    Akckk
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(8) Aus demselben Axiom bekommt man den Satz 8*:

Akekckc —  ¡Akc\kekc = j^kcckck  _ Akkek.

4. Die wiederholte Anwendung der Operationen Ak und A°

1. In diesem Teil beantworte ich zwei folgende Fragen:

(1) Welche verschiedene Mengen erhält man, wenn man auf eine

beliebige Menge A eine beliebige endliche Anzahl von Operationen Ak

und A" in beliebiger Reihenfolge anwendet?

(2) Welche Relationen der Inklusion bestehen zwischen den so erhaltenen

Mengen?

2. Das Symbol A-+B im Folgenden bedeuten, dass A cB.

Wir betrachten jetzt zwei folgende unendliche Tabellen und beweisen

die in ihnen enthaltenen Relationen.

a _r Ackc _> Ackke     _r Ackkke

î            î               î Î
Ak _>i4e*c* _T Ackkck _i j^ckkkck

î           î              T î
Akk _i Ackckk _T Ackkekk   _^ Ackkkckk

î           T              T î
Akkk_^ ¿ckckkk^ A <:**«***_» Ackkkckkk

î                   î                         î î

Ae _> Akc _t Akkc —» Akkk°

î             î               T î
A'k _> Akek _> Akkek       _r Akkkck

î                      î                         î î
Aekk _>Akckk _>Akkckk _»Akkkckk ■

î            î             T î
Ackkk _> Akckkk _> A kkckkk _T Akkkckkk ■

î            î              î T

Da die zweite Tabelle aus der ersten durch Vertauschen der Mengen A und

Ac ensteht, genügt es die in der oberen Tabelle enthaltenen Relationen zu

beweisen.

3. Das Bildungsgesetz der Tabelle ist unmittelbar ersichtlich.    Man

setze nämlich

.411 = A     ,¿i(»+i) = Alnckc    und   ^(»»+i)» = Amnk.
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Dann kann die obere Tabelle in folgender Weise dargestellt werden:

¿n_>¿12_> Ai»_> Au_ . . .

î î î Î
^21 _>^22 —^Á23 —>424 —»   •••

î      î      î      î
^31 _^ ^4 «2 __» ̂ 33 _» ^»4 _^   ...

î      î      î      î

î T î        î

Die Relationen AmncAím+1'>n folgen unmittelbar aus dem Axiom II*.

Um die Relationen Am(n+V cAmn zu beweisen genügt es die Formel

A m(n+D —a mnckc zu beweisen weil, aus II*, Ack c A". also für jede Menge A die

Formel AcAckc folgt.

4. Beweis der Formel A •B("+1> =A mnckc. Wir bemerken zuerst, dass man

aus der Tabelle folgende Formel bekommt :

(J) Amn  —  ^(lnHml)   _  J^ ck ■ ■ ■ kck • • «*  _  J^ckn-lckm-l

wo in ck ■ • • kck ■ ■ ■ k die Anzahl der Faktoren k hinter dem ersten c

gleich « — 1 und hinter dem zweiten to — 1 ist.

Die Formel

(rJ\ Am(n+l)   =  ^fflntfci

gilt für to = m = 1.

Wir setzen jetzt voraus, dass sie für « = l und m = r gilt und beweisen,

dass sie dann auch für » = 1 und m = r+l gilt.

Wir haben jetzt nach (1)

^4(r+l)2  _ J^ckckr — J^ckckr-lk —, Ar2k  _ J^rlckck  _ J^rlkckc  — j^'r+Dlckc

und die Formel (a) ist für » = 1 und jedes natürliche to bewiesen.

Nun setzen wir voraus, dass sie auch für n = s gilt, dass also

J^m't+l)   _  ^4 mache oder A" *"c*"'~1   =  A c**-1'*"*-1«*«

Jetzt erhalten wir

Am't+i)   — A e**+lc*m-l   _   4e**'c*"-l   = A'kccktckm-l

= Ackccki-~lckm-lckc — A'k'ckm+lckc  =   Jm(«+l)c*c

Wir haben also allgemein den Satz bewiesen:

Amn c A" für s á to, t ^ »,

4mn c .4,( für s à; to, < á ».
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5. Dass es keine weiteren Relationen zwischen den in beiden Tabellen ent-

haltenen Mengen bestehen, ersieht man aus dem folgenden Beispiel:

Es sei C ein linearer Raum (eine Gerade). Auf dieser Geraden wählen

wir zwei fremde Strecken. Auf der ersten von ihnen wählen wir eine wohl-

geordnete Menge vom Typus (w+l)u+1 und bezeichnen diese Menge mit M.

Mit N bezeichnen wir die Differenz der zweiten Strecke und einer beliebigen

in ihr enthaltenen wohlgeordneten Menge vom Typus (w+l)"+1. Die

verlangte Menge A ist die Summe A =M+N.

Wenn man auf die so definierte Menge A alle in beiden Tabellen enthal-

tenen Operationen anwendet, bekommt man lauter verschiedene Mengen,

zwischen denen ausser den in den Tabellen angegebenen keine anderen

Relationen der Inklusion bestehen.

6. Man ersieht leicht, dass man durch wiederholte Anwendung der

Formeln III*, 7*, 8* und ACC=A jede beliebige aus A durch successive Anwen-

dung der Operationen A k und Ac erhaltene Menge in eine der in den Tabellen

enthaltenen Mengen identisch überführen kann. Es gibt also keine von den

in den Tabellen gegebenen Mengen verschiedene Menge, die aus A durch

die in beliebiger Reihenfolge angewandten Operationen Ak und Ac erhalten

werden kann.

Die am Anfang des §4 gestellten Fragen sind somit volkommen beant-

wortet.

5. Die Cantorschen Adhärenzen

1. G. Cantor nannte die Menge Aan = Ak"~1 Ak"c* die «te Adhärenz von

A. Es sei bemerkt, dass die »te Adhärenz von A keineswegs mit der ersten

Adhärenz der (w —l)ten Adhärenz von A identisch ist. Es gelten vielmehr

die Identitäten

A"»™ = A** und Aanam = 0 für jedes » und m ^ 2.

2. Jede Menge A lässt sich (für jede natürliche Zahl «) auf folgende Weise

in elementenfremde Mengen zerlegen:

(a) A = A* + A"' + ■ • ■ + A<"> + Akn.

Man beweist leicht, dass die Summanden obiger Summe wirklich

elementenfrei Mengen bilden. Wir haben nämlich

Akm c Ak" im m > », also : AkmAk"c = 0.

* A *" ist die «te Kohärenz von A.
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Es ist aber

A<*> = A*m-14kmc und 4°» = Ak"~lk"e

und daher:
4<"»4°» = 0.

Es ist auch evident, dass für ig»:

Ak»A°- = A^AX'-W = 0, weil Ak" c Ak'.

Die Formel (a) ist für » = 1 giltig, denn Aai+Ak = AAkc+Ak=A, weil Ak

in yl enthalten ist. Setzen wir nun voraus die Formel (a) gelte für « = r.

Wir bekommen dann

4<* 4- 4a» 4- • • • 4- A-"- + Akr = A.

Es ist aber
A «vu 4- A *r+1 = 4 ^4 *r+le 4- 4 *r+1 = 4 ^

weil .4*   c.4*r.   Man erhält also

4<" 4- 4°» + • • • 4- 40'+i 4- 4**  = 4,

womit die sonst bekannte Formel (a) bewiesen ist.

3. Wir liefern noch einen einfachen Beweis eines von W. H. Young* auf-

gestellten, aber erst von L. E. J. Brouwerf richtig bewiesenen Satzes:

iß) Aan c 4°""* für jedes to < ».

Die Formel (ß) gilt für to = 1 und » = 2, denn

A* = AkAkk° = AAd{AAdiAAd)d)' = AAd{A° + Adc + (44 d)d°}

= AAdiAAd)dc.

Es ist aber nach 2d :

AdiAAd)d° c {4(44")"}<' = {4(4c + 4<,';)}d(=-4^<,c)d,

also:
4°» c AiAAdc)d.

Andererseits bekommt man

4""* = iAAkc)d = {AiAAdY\d = iAAdc)d.

Die Formel Aa*cAaid gilt also für jede Menge, also auch für die Menge

A *"   und man bekommt jetzt

^4 f-äa,   {-   ^4 ti-Sa, d

* W. H. Young, Quarterly Journal of Mathematics, vol. 35 (1903).

t L. E. J. Brouwer, Amsterdam Academy Proceedings, vol. 18 (1915).
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Wir haben aber
Ak'-ta, — ¿k'-lka,  — Akn-la,  = ¿an

und
Ak*-*atd = Aa"-*d, also Aa" c Aa*~ld (« = 1,2, • • • ).

Jede Adhärenz ist also in der Ableitung der im Konstruktionsmodus un-

mittelbar vorangehenden Adhärenz enthalten.

Aus der letzten Formel erhält man aber nach ld und IILj:

Aa*+id c Aandd c Aand

und daher
A«n c A"^ld c Aa*-*d.

Durch dieselbe Schlussweise bekommt man endlich

A°* c Aamd für jedes m < ».

Lemberg, Poland


